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The Pressure in Molecular Dynamics Simulations of Ionic Liquids

Precise molecular dynamics calculations on molten potassium chloride have been performed
using Born-Mayer-Huggins pair potentials and periodic boxes containing 216 ions. It is found that
the function (2 Ex—1v)/3 V, Ei being the kinetic energy, v the instantaneous virial and ¥V the
volume, respectively, which on averaging yields the pressure, fluctuates by +2000 bar due to the
fluctuations of the exponential term wex of y. To base the calculated pressure and velocity auto-
correlation functions on good statistics, it seems necessary to reduce these fluctuations by increasing

the periodic boxes.

Zur molekulardynamischen Simulation von Fliis-
sigkeiten wird der Raum meistens in wiirfelférmige
Zellen mit durchldssigen Wanden unterteilt, in denen
das molekulare Geschehen gleich ist. Auf diese
Weise miissen, wenn N Teilchen pro Zelle vorhan-
den sind, nur N Teilchentrajektorien berechnet wer-
den, und die Oberfliche kommt in der Rechnung
nicht vor. Der Druck eines solchen Systems wird
durch Mittelbildung der Funktion

P*(t) =5 (2Ex—vy)S73 (1)
gewonnen, wo Ej, die kinetische Energie und
N oo
’P=~Zfi%Fik (2)

das momentane Virial der N Teilchen ist, die sich
in der Zelle der Kantenldnge S befinden. Fy; ist die
vom Teilchen k auf das Teilchen ¢ ausgeiibte Kraft
und 7; der Ortsvektor des Teilchens i.

Rechnungen an Ionenfliissigkeiten mit 216 Ionen
pro Zelle und unter Zugrundelegung des Born-
Mayer-Huggins Paarpotentials

p(r)=xetr+bexp{—Br} +Cr %4+Dr8 (3)

ergeben starke und langfristige Schwankungen von
1, was die Bestimmung des thermodynamischen
Virials und damit des Druckes erschwert.

In der vorliegenden Arbeit werden derartige
Rechnungen mit Genauigkeit ausgefiihrt,
die es ausschlie8t, daB Rechenfehler eine nennens-
werte Rolle spielen. Es wird nachgewiesen, dal} die
Schwankungen von P* im wesentlichen von den

einer

Sonderdruckanforderungen an Dr. L. Schifer, Max-Planck-
Institut fiir Chemie, Saarstr. 23, Postfach 3060, D-6500
Mainz.

Schwankungen des Anteiles 9 von v herriihren,
der dem exponentiellen Term des Paarpotentials
entspricht.

Die Rechnungen wurden fir KCl (mg =6,4921
‘1072 g, me=5,8863-10"22g) am Schmelzpunkt
1043 K durchgefiihrt, wo das Molvolumen V', 48,8
cm?® betrdgt. Aus V,, und N =216 ergibt sich die
Kantenliange S der Zellen. Die verwendeten Werte
der Parameter des Paarpotentials sind der Arbeit
von Tosi und Fumi! entnommen und in Tab. 1 ver-

Tab. 1. Die verwendeten Werte der Parameter des Paar-

potentials.
b B 164 D
10— 2 erg A1 1012 erg A® 10— 12erg A8
K*—K* 1991,67768 2,967 ~ 24,3 — 24,0
K*—ClI- 1224,32459 2,967 — 48,0 — 73,0
ClI"—CI~ 4107,95500 2,967 —145,5 —250,0

zeichnet. Zur Berechnung der Coulomb-Energie und
der Coulomb-Krifte wurde die Ewald-Methode 2 an-
gewandt. Fir die in dieser Methode erforderliche
Trennungsstelle 7, die Anzahl derNachbarn n, und
den Betrag des maximalen Vektors im reziproken
Gitter A sind folgende Werte verwendet worden:

h=8.

Es wurden zwei Simulationsldufe durchgefiihrt,
die von derselben Anfangsbedingung ausgingen. Im
Simulationslauf I trugen zur Kraft auf ein Teilchen,
was die nicht-Coulomb’schen Wechselwirkungen be-
trifft, alle (IV—1) Teilchen bei, die sich in einem
Umgebungswiirfel der Kantenlinge S befanden,
wihrend im Simulationslauf II alle Teilchen in der

7=0,175,

n,=6,

@O0
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dem Umgebungswiirfel umschriebenen Kugel bei-
trugen.

Der in der Simulation verwandte Integrations-
algorithmus 3 ist im Anhang erldutert. Er stellt ein
Extrapolations-Interpolations-Verfahren dar, das zur
schrittweisen Losung eines 6/V-dimensionalen Glei-
chungssystems 1. Ordnung anstelle des gegebenen
3N-dimensionalen Newton’schen Gleichungssystems
2. Ordnung benutzt wurde. Die Schrittweite 4¢ be-
trug 0,25-1071 s. Zundchst wurden 1440 Zeit-
schritte fiir die Aquilibrierung ausgefithrt, dann
wurde das System in das Schwerpunktsystem ge-
bracht, und anschlieBend wurden 1440 Zeitschritte
fir die eigentliche Produktion von Teilchentrajekto-
rien ausgefiihrt.

Die Losung des Gleichungssystems kann nur nahe-
rungsweise bestimmt werden, da mit zunehmender
Anzahl der Zeitschritte die Abweichung der Nahe-
rungslosung von der nicht zu bestimmenden exak-
ten Losung durch Fortpflanzungsfehler stindig zu-
nimmt. Zu dieser nicht zu vermeidenden Fehlersum-
mierung treten die durch die Benutzung des Rechen-
automaten entstehenden Fehler wie Rundungsfehler
und Fehlerausloschung hinzu, die nicht rein stati-
stisch sind. Ein Mal} dieser Fehler ist die Schwan-
kung von Impuls und Energie des Systems.

Der Betrag des Gesamtimpulses pro Mol
N
2P
1

(L = Loschmidt’sche Zahl), bezogen auf die zeit-
lich gemittelte Summe der Einzelimpulsbetrige pro
Mol (die Klammern () bezeichnen in dieser Arbeit
zeitliche Mittelwerte)

RN

geniigte wihrend der Produktionszeit der Unglei-
chung

_2L
P="N

p/II <1,9-1077.

Wihrend der Simulationsldufe war auch die Summe
der an den Teilchen i angreifenden Krifte pro Mol

2L XN
F- 2 F;

nicht exakt Null. Eine genauere Analyse ergab die
Beziehung

2
p~/[Fd
0
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(komponentenweise) zwischen P und F. In der Tat
fallen in Abb. 1 die Extrema in den Komponenten
von P mit den Nullstellen in den Komponenten von
F zusammen.
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Abb. 1. Die drei Komponenten (ausgezogene, unterbrochene
und strichpunktierte Linien) des Gesamtimpulses p und der
Gesamtkraft F als Funktion der Zeit.

Ein Teil der Fehler, die in F #+0 zum Ausdruck
kommen, entsteht durch die Art der Bestimmung
der

F,= %F ks

Die einzelnen F;. werden durch Aufsuchen bei den
entsprechenden rj =|7;—17;| in vorher erstellten
Tabellen ermittelt. Dabei wird eine Everett-Inter-
polation verwendet.

Der grofite Tabellenfehler entsteht bei der Bestim-
mung des vom exponentiellen Glied ¢** des Paar-
potentiales ¢ herrithrenden Kraftanteiles F{f fiir
den kleinsten vorkommenden Abstand r*, wenn r*
kleiner als 1 S ist und in die Mitte eines Tabellen-
intervalles fillt. Dieser Fehler betrdgt 2,967-10°6
Fex(r*). Fiir alle Zeitschritte war

|F|/N<2,967-107 ¢ Fex(r*) ,
so daB eine Korrektur aller F; mit Hilfe der zu

jedem Zeitschritt bestimmbaren Gréfe |F|/N zu
keiner Verbesserung der F; gefiihrt hatte.
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Die Gesamtenergie E des Systems setzt sich aus
der kinetischen Energie E; und den Anteilen 9,
@, @6 und PP der potentiellen Energie zusam-
men:

E—E,+®°+ @54 8, (4)

Werte fir £ und die einzelnen Energieterme mit
ihren Abweichungen sind in Tab. 2 zusammenge-
stellt. Obwohl E als Differenz stark schwankender
Terme berechnet wird, war die Abweichung 4E vom
Mittelwert {E) sehr gering:

AE/(E) £1,6-1076.

Qjex R

Tab. 2. Werte fiir die Energieterme der Gl. (4) im Simula-
tionsverlauf I in J/mol. Die Daten fiir E und Ex entsprechen
einer vollstindigen Auswertung iiber die Produktionszeit,
wihrend die Daten fiir @c, Pex, @8 und P® aus der Aus-
wertung nur jedes 120. Zeitschrittes erhalten wurden.

Mittelwert Maximale Maximale

positive negative
Abweichung Abweichung

E —629 450 <1 S|

Ej 25 650 2 500 2 500

Pe —725 000 3 600 5000

Pex 96 600 5 600 4000

P — 23400 380 600

P8 — 3300 100 160

In den Simulationen der Arbeiten* ¢ betrug die
relative Abweichung ca. 1073, Es sei bemerkt, daf}
aus der GroBe von AE/(E) nicht auf die Genauig-
keit der einzelnen Energiebeitrige in (4) geschlos-
sen werden kann, da diese wegen moglicher Fehler-
ausloschung eine groflere Ungenauigkeit besitzen
kénnen.

Die der kinetischen Energie entsprechende
momentane Temperatur T (¢) =2 E,(t)/3 R ist in
Abb. 2a aufgetragen. Sie besitzt eine maximale
Schwankung von + 100K um den Sollwert 1043 K.

Das momentane innere Viral eines Systems aus
n Teilchen kann in der Form (¢ = (ry))

n
» y
Yn=12 Z Tik d(fil.‘/dril.'
ik
geschrieben werden. Einsetzen von (3) mit

n
i
(pn =2 Z Pik
i%
ergibt

6 gpns -

Da n beliebig grofl gemacht werden kann, gilt (5)
auch fir die unendliche periodische Struktur mit N

Yp= — Qp” + 8 4)”8 . (5)
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Abb. 2. a) Die momentane Temperatur T (t) =2Ex(¢)/3R
fiir die Simulationsldufe I (durchgezogene Linie) und II
(punktierte Linie). Die Mittelwerte von T in den Zeitab-
schnitten A, B und C betragen 1050 K, 1025 K und 1010 K.
b) Die Funktion P*(¢) nach Gl. (7) (durchgezogene Linie)
und die gemdf Gl. (8) gendherte Funktion P*(¢) (punktierte
Linie) fiir den Simulationslauf II. c¢) Die Funktion P*(t)
fir die Simulationsldufe I (dicke Linie) und II (diinne
Linie). Die Mittelwerte von P* in den Zeitabschnitten A, B
und C betragen fiir den Simulationslauf I 400 bar, 1400 bar
und 2110 bar und fiir den Simulationslauf II 450 bar, 1280
bar und 2300 bar.

Teilchen pro Zelle, wobei dann die mit n indizierten

Groflen durch

D= — Z i'(fi/*s Y= - "2’2.%7'1'31?;#
N FFT N T %
und deren Teile sinngemil} zu ersetzen sind. Die
numerische Rechnung zeigte, daf} als Ndherung

¥ (1) ~ — B ry D (1) (6)

gesetzt werden kann, wo ry =3 A der Abstand ist, fiir
den die radiale Verteilungsfunktion g¢,(r) der un-
gleich geladenen Teilchen das erste Maximum be-
sitzt.

Aus (1) und (5) folgt fiir P*, wenn man noch
@¢ durch Einfihrung von E eliminiert und die
Energien pro Mol nimmt:

3VuP*=E+E;+5P547 D8 _yex_@ex,  (7)
Unter Verwendung der Naherung (6) und bei Ver-

nachlissigung aller Schwankungen aufler denen von
1** erhdlt man die Naherung

3VuP(t) = (E) + (E;) +5 (D8 + 7(D8) (8)
— (1 —1/Brg) w*=(¢) .
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Aus Abb. 2b, in der die Funktionen P*(¢) nach (7)
und (8) aufgetragen sind, ist zu erkennen, daf} die
Nédherung (8) recht gut ist. Die Abweichungen be-
tragen maximal 500 bar und lassen sich aus den
Schwankungen von E;, @5 und @8 bestimmen. Da-
mit ist erwiesen, daf} die Schwankungen von P* im
wesentlichen von den Schwankungen von % her-
rithren.

Aufgrund des Rechenverfahrens (vgl. Anhang)
sind Fehler in r; bis zu 1076 A pro Zeitschritt mog-
lich. Andererseits betrug die durchschnittliche Ande-
rung von P* pro Zeitschritt 42 bar. Die Frage, ob
allein die Fehler von r; solche Anderungen von P*
verursachen konnen, laBt sich diskutieren, wenn
man den Zusammenhang zwischen den radialen Ver-
teilungsfunktionen und v** untersucht.

Da der Exponentialterm ¢®* des Paarpotentials ¢
beim ersten Maximum der radialen Verteilungsfunk-
tion der gleichgeladenen Teilchen bereits so klein
ist wie der Term Cr~¢, geniigt es, bei der Abschit-
zung von y** nur die ungleich geladenen Teilchen
zu berlicksichtigen:

= Afn Ren (B O)

Bei einer Verschiebung von ¢, (r) um dr ist in (9)
rPexp{ —Br} durch (r+0r)3exp{ —B(r+9r)} zu
ersetzen. Damit erhélt man unter Verwendung von
(6) fiir die entsprechende Anderung von % in
erster Naherung

O™ =~ — (Bry—3) w**or/r, . (10)

Die durch die Anderung von % verursachte Ande-
rung von P* ergibt sich aus (8) und (10) zu

8P =~ (1—1/Bry) (Bry—3) w*™*8r/3 14V, . (11)

Nach (6) mit Bry=9 und dem Wert fiir @°% aus
Tab. 2 ist y** =~ 8,710 J/mol zu setzen. Setzt man
ferner V,,=48,8 cm3/mol, ry=3 A und 1 J/cm3=
10bar in (11) ein, so ergibt sich schlieflich

OP* =~ —1,06-10%dr bar/A .

Die maximalen Rechenfehler in der Ortsbestim-
mung der Teilchen (1076 A) konnen also nach die-
ser Abschitzung keinen groBeren Fehler in P* als
0,1 bar pro Zeitschritt hervorbringen, was im Ver-
gleich zur mittleren Anderung (42 bar) pro Zeit-
schritt vernachlédssigbar ist.

Nicht die Rechenungenauigkeit, sondern die ge-
ringe Zahl von Teilchen pro Zelle ist demnach bei

1071

unseren Simulationen die Ursache der groflen
Schwankungen von P*: Fiir N -~ wiirde P* zeit-

unabhingig und gleich dem Druck.

In Abb. 2 ¢ sind die aus den Simulationsldufen I
und II nach Gl. (7) gewonnenen Funktionen P*(t)
aufgetragen. Man sieht, wie die durch Hinzunahme
entfernterer Paarwechselwirkungen bewirkten klei-
nen Anderungen der Krifte F; dazu fiihren, daB die
beiden Funktionen P*(t) allmahlich auseinander
laufen. Dabei unterscheiden sich die Gesamtenergien
beider Liaufe nur um 0,02%, was einer konstanten
Anderung von P* um 9,5 bar entspricht.

=

N/

IC )
0 06ps
Abb. 3. Die normierten Geschwindigkeitsautokorrelations-
funktionen C.vy(¢) (oben) und die daraus berechneten Funk-

’
tionen 3 ((Exy/2Lm%) [ C:, (¢)dt (unten) fiir die K*-
0

Tonen (durchgezogene Linien) und Cl -Ionen (unterbrochene

Linien). Die parallel laufenden Linien differieren um 2 Stan-

dardabweichungen. I und II bezeichnen die Simulations-

laufe, und A, B und C die Zeitabschnitte in Abb. 2, aus

denen die Funktionen Cyv(t) durch Mittelbildung aus je
60 Einzelkurven gewonnen wurden.
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Die aus den Zeitabschnitten A, B und C der
Abb. 2 gewonnenen normierten Geschwindigkeits-
autokorrelationsfunktionen C.y(z) fiir die Simula-
tionsldufe I und II sind in Abb. 3 oben aufgetragen.
Es zeigt sich, daf} die Cy,(¢) fir die drei Zeitab-
schnitte erheblich voneinander abweichen. Man ver-
gleiche z.B. die Lage der zweiten Nulldurchgénge
von Cyy (). Deshalb ist nicht zu erwarten, dal das
Mittel iiber alle drei Zeitabschnitte ein gutes statisti-
sches Mittel von C.. (¢) liefern wiirde.

Die in Abb. 3 unten aufgetragenen Funktionen
sollten fiir grole Zeiten gegen die Selbstdiffusions-
koeffizienten D* bzw. D~ konvergieren. Da sich aus
dem Zeitabschnitt A D*>D~ ergeben wiirde, aus
dem Zeitabschnitt B dagegen D* < D7, ist auch hier
die Statistik fiir feinere Aussagen offenbar zu
schlecht.

In Abb. 3 treten Unterschiede fiir die Simulations-
laufe I und II erst im Zeitabschnitt C deutlich her-
vor, weil es einer gewissen Zeit bedarf, bis sich
kleine Unterschiede im Ansatz fiir die Krafte auf
die Teilchentrajektorien auswirken.

Man gewinnt den Eindruck, daB statistisch gut ge-
sicherte Funktionen C,.(t) erst erhalten werden
konnen, wenn das Material ausreicht, einen stati-
stisch gut gesicherten Druck zu ermitteln. Dazu
dirfte die der Simulationslaufe
allein nicht ausreichen, sondern man wird auch durch
Vergroflerung der Zahl der Teilchen pro Zelle die
Schwankungen der Funktion P*(tz) zu reduzieren

haben.
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Anhang
Das Rechenverfahren beruht auf dem Vergleich

einer ersten Vorhersage (Extrapolation) mit einer
verbesserten Bestimmung (Interpolation) der Orts-
koordinaten z;, (=1, 2, 3) der Teilchen i zur Zeit
(n+1)4t. Bei Ubereinstimmung innerhalb 1076 A
wird zum néchsten Zeitschritt ibergegangen, andern-
falls wird iteriert, was aber bei keinem der 2880
durchgefiihrten Zeitschritte nétig war. Die Beschleu-
nigungen &; werden den Tabellen fiir die Paar-
krafte entnommen.

Das folgende Schema, in dem die Indices » und ¢
weggelassen sind und die Indices p und ¢ ,predicted’
und ,corrected* bedeuten, zeigt den Gang der Rech-
nung:
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